Contents

1 Statistics and Sampling 1 1.1 Probability Distributions and Sampling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.2 Random Numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.2.1 Assignments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.3 About the Fortran Code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.4 Gaussian Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.4.1 Assignments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.5 Confidence Intervals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.5.1 Assignment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 1.6 Order Statistics and HeapSort . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 1.6.1 Assignments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 1.7 Functions and Expectation Values . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 1.7.1 Assignments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 1.8 Sums of Random Variables and the Central Limit Theorem . . . . . . . . . . 26

2 Error Analysis for Independent Random Variables 33 2.1 Gaussian Confidence Intervals and Error Bars . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 2.1.1 Estimator of the variance and bias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 2.1.2 Statistical error bar routines (steb) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 2.1.3 Gauss difference test . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 2.1.4 Assignments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 2.2 χ^2 Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 2.2.1 Sample variance distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 2.2.2 χ^2 distribution function and probability density . . . . . . . . . . . . 44 2.2.3 Assignments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 2.3 Gosset’s Student Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 2.3.1 Student difference test . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 2.3.2 Assignments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 2.4 The Error of the Error Bar and Bining . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 2.4.1 Variance ratio test (F test) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 2.4.2 Assignments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

iii

CONTENTS iv

2.5 Jackknife Approach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 2.5.1 Bias Corrected Estimators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 2.6 Statistical Bootstrap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3 Markov Chain Monte Carlo 58 3.1 Preliminaries and the two-dimensional Ising model . . . . . . . . . . . . . . . 58 3.2 Importance sampling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 3.2.1 Metropolis algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 3.2.2 O(3) σ-model and heat bath algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 3.3 Potts models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 3.3.1 Lattice labeling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 3.3.2 Metropolis code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 3.3.3 Assignments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4 Error Analysis for Markov Chain Mote Carlo Data 79 4.1 Autocorrelations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 4.1.1 Integrated autocorrelations length and binning . . . . . . . . . . . . . 79 4.1.2 Illustration: Metropolis generation of the normal distribution . . . . . 79 4.2 Analysis of Statistical Physics Data . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 4.2.1 Assignments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

5 Advanced Monte Carlo 80 5.1 Multicanonical Monte Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 5.1.1 Recursion for the Weights . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 5.1.2 Free Energy Calculations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 5.1.3 Assignments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 5.2 Cluster Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 5.3 Parallel Computing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 5.3.1 Trivially parallel computing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 5.3.2 Message passing interface (MPI) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 5.3.3 Parallel Tempering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 5.3.4 Checkerbord alorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

A Calculation of Special Functions 82

B More Exercises 85

C Solutions 86

Bibliography 88